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- Hg) lnduzwrfe Darstellung von g,. Unler diesen Bedingungen enthdlt O (91)
die Haupidarstellung genau emmal dann und nur. dann wenn

D@ = Ty 0
-
fiir alle P aus g. (Hier ist fg;. )(a::) durch (7) gegeben.) .
Zum Schhuss sei bemerkt, dass man-die obige Fragestellung auch. fiir
allgemeine Substitutionsgruppen in fast derselben Weise behandeln kann.

CHALMERS TECHNISCHE HOCHSCHULE, SCHWEDEN

XIII GONGR. MATH. SCAND. (1857)

ALGORITHMES EUCLIDIENS POUR TROIS ET QUATRE
NOMBRES

VIGGO BRUN

On trouve ‘dans les éléments d’Euclide [1] le théoréme suivant:

yEtant données deux grandeurs inégales, et la plus petite étant retranchée
de la plus grande, si le reste ne mesure jamais le reste precedent ces deux
grandeurs “seront incommensurables.»

I.’algorithme @’Euclide n'est pas seulement utilisable pour Tétude de
lirrationalité mais peut aussi servir a trouver des iractions approximatives
d’un nombre irrationel, bien qu’ Euclide ne s’occupe pas de ceci. Néan-
moins il semble probable que ceci était déja fait par les grecs, par exemple
par Archiméde en calculant ¥3 par les fractions _approximatives bien
CONTUES. -

On remarque qu’ Euclide se sert seulement de 12 soustraction et mon
pas de la division. Aujourd'hui on donne I'algorithme d’Euclide sous forme
d'un algorithme de division. Ceci est d’ailleurs trés naturel quant on veut
utiliser I'algorithme d’Euclide pour un développement en fraction continue.
Mais quand il s'agit de généraliser I'algorithme d’Euclide c’est bien impor-
tant si l'on se sert de la soustraction ou bien de la division. 1l me semble
gue ceci constitue la raison pour quoi la généralisation des fractions con-
tinues par Jacobi [2] n’est pas d’une grande valeur. 1l se base comme on
sait sur la division. '

Dans la généralisation que j’ai donné en 1918 et 1919 [3] je me suis basé
sur la soustraction, Aussi Poincaré [4] a fait cela — déja en 1884 — en
généralisant les fractions continues mais son algonthme a quelques défec-
tivités comme j’ai essayé d’indiquer auparavant.

Comme Poincaré je'me suis servi d’une interprétation géométrique dans
I'espace & trois dimensions pour étendre l'algorithme d’Huclide & un
ensemble de trois nombres. Ici je ne vais pas m ‘appuyer sur cetie considé-
ration géométrique bien que celle-ci puisse servir de motivation pour la
généralisation en question,

Dans les travaux intéressants de Nils Pipping [5] et ‘Leo Térnqvist [6]
on peut aussi trouver un développement qui ne fait pas intervenir des

- considérations géométriques. Dans les travaux fondamentaux de Minkcwski,

fondés sur des études géométriques on ne trouve aucun algorithme simple.
Je vais commencer en donnant I'algorithme d’Euclide pour deux nombres
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sous une forme qui se préte bien a la généralisation en question, sans vouloir
prétendre gu’elle donne un avantage essentiel dans ce cas simiple,
Aprés cela je vais traiter mon algorithme dans le cas de trois nombres,

sans supposer connus mes travaux antérieurs. Je vais d’abord traifer les .

questions de convergence et ensuite les questions concernant 'indépendance
linéaire entre les nombres donnés. =

Enfin fe traiferai l'algorithme dans le cas de quatre nombres. On
remarque ici une différence essentielle entre les cas de deux et trois nombres
d’un coté et le cas de quatre nombres de I'aufre: Dans le dernier cas 'indé-
pendance linéaire n’est plus valable sans exception bien qu'il soit certaine-
ment veritié dans des cas étendus.

Nous n’allons pas ici étudier de plus prés ces cas exceptionels méme
pas en ce qui concerne la question de convergence. Enfin nous donnons
quelques exemples importants pour lesquels Iindépendance linéaire n’est
pas satisfait.

1. L’algorithme d’Eaclide pour deux nombres.

Soient a et b deux nombres paositifs tels que ¢ > b. Nous en formons
deux autres nombres & savoir a— b et b. Il existe ici deux possibilités
suivant que a —b = b ou a—b < b. Je désigne ces.deux possibilités
par a et 8. En traitant le couple ainsi obtenu de la méme maniére nous
obtenons de nouveau une lettre, soit o soit B. Le couple donné a, b determine
donc une suite de signes constitu¢e par les deux lettres ¢ et 8. Le couple
V2 1 donne ainsi une suite périodique:

_ Bapafa. . .
Dans ce cas lalgorithme est le suivant en utilisant seulement trois
décimaux:

XY
a=1414 1 0 ay—by = 0,172 1 1
b= 1,000 0 1 by = 0,414] 3. 2
a—b=0414 1 0 g
b =1,000{ 1 1
. : ag = 0,414 3 2
B : by =0,172] 1 1
a, = 1,000 1 1 - ay—by = 0,242 3 2
b, =0,414] 1 0 by =0,172| 4 3
a,—b, = 0,586 1 1 o |
by = 0414 2 1 , :
: a, = 0,242 3 2
a by =0,172| 4 3
a = 0,586] 1 a,—b, = 0,070 3 2
by = 0,414/ 2 1. , by =0,172 7 5
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Les nombres X et Y (les »coordonnéess) donnent ici des fractions approx-
imatives X/Y .4 /2. Le schéma de I'algorithme est le suivant

. a X' b
b Xn’l 'Y.'I
a—»b X' Y’
b | X +X" Y +Y
dy X/ v
b, X, . ¥y

On voit que a est remplacé par ¢ — b alors que b n’est pas changé. De
méme X" et Y” sont remplacés par X' + X" et Y’ L ¥” alors que X'
et Y’ sont conservés. Aprés ceci on a noté une des deux lettres a et § et on
a arrangé les lignes de telle fagon que a; > b;. Dans le cas a ceci ne signifie
qu’une répétition des deux lignes. Dans le cas § on change 'ordre des deux
lignes. On note que les »fractions intercaléess que l'on introduit dans la
théorie des fractions continues sont immédiatement représentées ici. Les
résultats qu'on peut obienir par ce proeédé sont bien connus dans la théerie
des fractions continues. Je me borne i constater que deux nombres a et
b qui donnent une suite de letfres ol § est repété une infinité de fois ont
les propriétés suivantes:
X' X

£
=—, lim =% =—
Al 5
nsoo Yy b nseo Yo' b

a .
iV est un nombre irrationel.

2. Algorithme cuclidien pour trois nombres.

Commengons par constater qu'une généralisation de 'algorithme d'Euclide
est désirable. Barbour [7] a posé le probléme suivant dans la théorie de
la musique: Déterminer trois nombres naturels X, ¥, Z, tels que la relation
approximative ‘

log2 log 3/2 _ log5/4
X Ty Tz

soit satisfaite. Barbour a essayé de résoudre ce probléme par la méthode
de Jacobi, mais'il a été obligé de la modifier 4 deux reprises. Dans [ 9] jai
essayé de montrer que mon algorithme est préférable.

Une des raisons pour l'introduction de mon algorithme est qu’il permet
d’englober le cas de deux nombres comme cas particulier en mettant un
des trois nombres égal 4 zéro.
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Soient a, b, ¢ trois nombres tels ciue a > b > ¢ Je dis qu'un tel triple
est ordonné. - ) - o : ' '
a |

c . l -

f—1
On forme maintenant le triple a — &, b, ¢

a—2b
j——— :
b .
s ! o /
[
[————

Pour ce triple il existe trois'possibilités:: -

a—b=b
b>a—b=c
c>a—b.

Je désigne ces trois possibilités par o, § et y, respectivenient.

Si en particulier ¢ = 0 la possibilité y ne peut pas se presenter. L'algo-
rithme prend alors la forme d’un algorithme d’Euclide pour denx nombres.
Nous nous bornerons dans la suite 4 étudier des algorithmes contenants
y une infinité de fois. Dans ce cas on n’aura jamais @, = b, dans le n-iéme
triple ordonné, puisque dans le cas contraire on aura ¢,41 =0, et alors
l’algorithme continu comme l'algorithme d’Euclide ordinaire. 11 faut aussi
exclure le cas b, = ¢, parceque le triple @u bay Ca aprés les r premiéres
lettres a (ol 7 = O n’est pas exclu) sera transformé en a, — (r + 1)bu, bus Ca
avee a, — (1 + 1)y < by =y € 1e triple obtenu sera alors €y, Cas Gu — rby,
mais ce triple ne peut pas donner plus qu'un y. N ‘ '

Quand ‘il s’agit des grandeurs X, Y, Z ‘qui doivent donner des nombres

. entiers approximativement proportionaux aux nombres a, b, ¢ j'ai choisi
le procédé suivant: - ' : :

On remplace le triple ordonné

a| X0 Y 2

bl X Y2

c i XM YY"z

par le triple

«—b| X vy oz
LB X XYY 247
¢ XH‘I Yfff Zh’f

qui ensuite sera transforme en un ‘triple ordonié en permutant les lignes.
Pour ¢ — 0 I'algorithmie se développe comme un algorithme d’Euclide

pour deux nombres.
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En étudiant algorithme pour trois nombres il sera désirable de noter
les nombres . |

. Y by

=Y — b X =aX|-——
¢ . “ (X ‘ a) t

. Z <

= aZ —eX =agX|=——]
7oz eX = ox (5 — )
Je me borne 4 noter les nombres & (Les mémes réflexions vont aussi bien
pour #.) Je note aussi la valeur

o = Max( Ef . 5” . 5.’”

pour chagque ftriple. & 1€ 167D . ‘

Soient par exemple donnés les trois nombres a = iog 2=10301...
b = log 3/2 = 0,176 ... ¢ = log 5/4 = 0,097 ... En nous bornant & trois
décimaux P'algorithme sera donné par le tablean suivant

| XYz 3 w
030111 0 0| —0,176 0,125 | 2 1 0| —0,051
0,176.| 0- 10 0,301 | 0,301 0,097 0 0 1 0:'000
0,097 | 0 0 1 0,000 00511 1 0. 0,125 | 0,125
0,125 |1 .0 0l —0,176 | 0,176 00281 2 1 0| —0,051
0176 | 1 1 0] 0125 0,097 | 2 1 1] —0,051
0,071 0 0 1 0,000 0,061 1 1 1 0 0,125 | 0,125
B _ : . 4
0176 | 1 1 0 0,125 0,097 1 2 1 1 0,051
012511 0 0| —0,176 | 0,176 0051 1 1 0O 0:125 0,125
9,097 0 0.1 0,000 0,028 2 1 0| —0,051
0,061 | 1 1 0 012500125 0,046 | 2 1 1] —0,051
0,125 | 2 1 0| —0,051 005113 2 1 01074 0,074
0097 [ 0 O 1{ . 0,000 0028 2 1 0| —0,051
4 ' g
. Ici o est noté dans sa ligne snaturelles. Etudions la variation de o générale-
ment, Soit
d &
b éﬂ
. ) 5”’
a—>b &
b A
C éh’f
“a, fouy
0y &'
) ”
1 1
cl Elfh’

une partie quelconque de 'algorithme allant d'un- triple au suivant.
4 :
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Nous avons
agr + bé” + Cé”’ — (a _ b)(sf + b(&’ _|_ é”) + CS’” — a1£1’ + blé‘lﬂ "I" C]_El"‘"

Supposons que I'algorithme commence comme suit

| XYZ | &| o] -
al 1 00| —b
bl o010 a| a
¢c | 0 01 0

ol ; .
al’ + b8 et =-—ab+ba+e.0=0.

Nous obtenons donc I'équation d’invariance
@&+ b & el & =0,
Pour plus de clarté j'inferpréte cette equatlon comme une équation d’équi-

libre: ‘
'En.' é"! . - o . 5’

Je [s |
¥ ’ St d
B 4
Les nombres a, b, ¢ sont pesitifs mais les nombres & d'un triple ne peuvent
pas avoir le méme signe..
Je dis gu’en allant d'un triple au suivant o ne peut pas cro1tre _
Cela est évident quand &' et &" n'ont pas le méme signe. Mais nous
pouvons aussi le montrer si & et ¢ ont le méme 51gne par exemple si tous
les deux sont p051t1fs

£ ¥ &
e o

¥

Comme ¢ sera ici 2 substituer par ¢ 4 &” un des trois grandeurs £ peut
croftre mais au moyen de la condition d’équilibre on déduit que le bras
&' est plus grand que la somme des deux bras & et L” et ceci en vertu de

¢ & =ad bé—” = W&+ &)

O

donc
&H‘I 2 c_{g.’ + é”) > 5[ + é’”.

Dans ce cas. w ne.change pas en passant au triple suivant.
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- La suite des nombres o est done non = croissante:
W) & Wy = Wy Zseae

Comme la premiere valeur de e est égale 4 @ on a toujours w < a.
On en déduit

Y. b & 1
X 4T X, < x

Iei X, et Y, est une abréviation pour X,', X,”, X' et V., Y,", Y.,/
I faut supposer que X, > 0 ce qui va arriver pour un certain n quand la
suite des lettres contient une infinité de y. A partir d’un tel n, X, va croitre.
On en déduit la conpergence d’un algqrithnie avec une infinité de y:

Y. b
lim =2 = ~
nsroo Nu O
De méme on aura
Z, ¢

Cherchons malntenant s'il existe toujours une infinité de sxgnes > dans
la snite -

W = Wy 2 Wy ..

en supposant que la suite des lettres appartenantes aux nombres donnés
{a, b, c) contient une infinité de y,

Comme il est possible que la grandeur w qui doit éire noté a droite de
chaque triple peut se presenter tune, deux ou trms fois nous démontrons
d’abord la proposition suivante:

Le nombre des lettres w qui sont noté 4 droite d’un triple ne peut pas
croftre en passant d'un triple au triple suivant,

Nous pouvons écarter le ¢cas & = 0 puisque « ne change pas dans ce
cas. Supposons &' > 0. La condition pour une croissance du nombre des
nombres w est : '

|£_u! < W

el au méme temps |& + ¢| = w.
Iei ¢&" nme peut pas étre negatif. I1 faut done supposer & = 0 mais ceci

entraine 4 cause de I'équilibre que & 4 & < | < w.

On traite le cas & < 0 de la méme maniére. Nous démontrons alors que
le nombre des valeurs o appartenantes & un triple t6t ou tard décroftra
en passant d’un friple au suivant jusqu’'a ce qui'il ne restera qu'une seule.
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Ftudions en particulier un & auquel corréspond la valeur . Supposons
£~ 0. T6t ou tard il prendra la deuxiéme place dans le triple quand la
snite des lettres contient une infinité de ». Etudions un tel triple ordonné

& ‘ &
& | w et le suivant & | & =
Errt : : . élﬂl
Comme nous avons déja montré
' ]IEf - 5”1 < w
il s’ensuit que
JE+ ¥ <o
sauf dans le cas & = 0. Mais un triple ordonné de la forme
0
E” m
El'ff

est impossible comme on voit en regardant la condition d’équilibre. Le cas

& < 0 se traite de la méme maniére. |
Quand il restera seulement un et quand il a obtenu la deuxiéme place

il diminuera a cause de la méme raison.
Nous avons donc démontré qu'il existe une infinité de signes > dans

la suite
Wy = Wy = Wy Zae
pourvu que la suite des lettres corféspondante contienne une infinité de y.
On peut maintenant démontrer le théoréme suivant: Si trois rombres
positifs a, b et ¢ donnent une suite de leifres avec une infinité de y, il est
impossible de trouver irois nombres entiers P, Q, R fels que
Pa + Qb + Re == 0 (sauf pour P =Q =R =0).

Supposons cette relation vérifiée. Alors nous pouvons écrire Palgorithme

al| P

b|Q

c| R
a—b | P

b P4+ Q

c| R

olt les nombres P, , R sont traités comme les nombres £. La condition
~ d’équilibre serait alors rempli. En introduisant

w = Max(|P|, |Q|, |R[}
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on obtiendrait une suite
Wy = Uy ; g Z;--

avec une infinité des signes >>. Puisque les nombres w sont des nombres
entiers positifs ceci donne la contradiction cherchée. '
Donnons deux exemples. ' :
Exemple 1. Pai récemment [§] démeontré que le triple

. _
a:.ffz—{m2cos~]{2i
.3 oY _
b :e‘z—msﬁ—l—VSsinV—§
. _
€ = e2—cosl/2i—— 3smV3

donne la suite
yayaaayaaaayaaaaaay

Le nombre des lettres o entre deux y sont 1, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 12.
c’est-a-dire tous nombres sauf 2, 5, 8, 11,...3r—1),....

Nous en déduissons qu’il est impossible de trouver trois nombres entiers
non-nuls tels que

Pa 4+ Ob + Re = 0.

Ezxemple 2. En calculant la suite des lettres pour le triple /1, 72,1 on
trouve

v yoaayBaafyadayfyyyy  yaayBasfyaayfyyyyf .

qui a I'aire périodique. En effet on peut vérifier qu'il en est ainsi. Com-
mencons l'algorithme par

H

74 = 1,58740105199
4

b = }/2 = 1,25992104990
¢ =1 = 1,00000000000

Vi—yz
1/2
1
4
a = /2
by =
o= pr—y2

Si I'on continue les caleuls jusqu’au bout de la premiére période on obtient
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g =  l4a; —- 168, — by
big = — 13, + 195 — 8¢,
¢y = — lla; + 6b + 2dc;,

On remarque que .
14a, —16b, — 5¢;  — 13ay + 195, -—8¢;  — 1la; - 6b, F 24¢;
4 B by o

et Palgorithme continue donc périodiquement.
Parce qu’on a une infinité des y il sera impossible de trouver trois entiers

noen-nuls P, 0, R tels que
PPE+ QP2 +R=0.

On voit gue cette méthode donne des fractions approximatives pour f/g
Au lieu de chercher 4 trouver une régularité dans la fraction continue pour
;/ 2 mnous avons trouvé une régularité dans I’algorithme pour trois nombres
el ajoutant le nombre V 4. En nous servant d'une expressmn de la chimie
nous pouvons dire que nous avons ajouté le nombre ;, 4 comme un scata-
lyseur» pour obtenir des renseignements concernant le nombre ]/ 2.

3. Algorithme cuclidien pour quatre nombres.

Soient a, b, ¢, d quatre nombres positifs tels que

a>b>e>d
] ‘ a !
f b o
. - .

11 existe quatre possibilités que I'on peut désigner par o, 8, y et &

a—b=h donne ¢
b>a—bzc y B
c>a—b=d » ¥
d>a—0b » 8.
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Nous étudions seulement des aigorithmes ou il-y-a une infinité de 6.
Dans ce cas on ne peuf pas avoir a, = b,, le quadruple ordonné suivant
étant alors @11, buy1s €ig1, 0. Mais b, = ¢, est aussi impossible puisque
on aurait alors un quadruple suivant: a,, b, €. d» ol b, = a-, Cest-d-dire
du méme type comme auparavant. La possibilité ¢, = d, ne peut pas
avoir lien non plus. Dans ce cas Valgorithme va conduire & un quadruple
appartenant au deuxiéme type mentionné.

Etudions les scoordonnéesy X, Y, Z, U et les grandeurs & = a¥ — bX,
1y =aZ —cX, { =all —dX suivant les mémes régles comme dans le
cas précédent. L’algorithme commence alors par

XY zZzU & 73
a 1 0 0 0 —b —ec —d
B! 01 0 0 a 0 0
c| 0 0 1 O 0 a 0
d|0 0 0 1 0 0 a
a—b 1 0 0 0 —b —c¢ —d
b1 110 0)la—b —e —d
.00 10 0 a 0
d|{ 00 01 0 a

Nous nous bornons 4 étudier comment varient les grandeurs &. Les mémes
raisonnements sont valables pour # et {. Nous introduisons ici aussi les
grandeurs

o = Max([ Efl’ |g—_rrl’ |§Hfl’ [&rml).

L’algorithme se réduit done au calcul suivant

ai' Eﬂ"
b | &"
Cr Er’”
d,- E'TIHI
ty, — br 51" .
b?‘ E’r’ + 59"”
cl" 5!"”
dr Er””
a, f, 9 ou 8
g1 f{-ﬂ
Bry1 5434;1
Cr—l—1 E ”';:l;}
dr-{-I §r+1
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On obtient ici aussi Téquation d’invariance
@&+ bE 4o+ dE" =0,
ou plus brievement - -
aE:’ + bE” 4_ cE’If + d&”” —_— O.
Nous interprétons cette équation comme une équation d'équilibre. Nous
supposons & = 0, L’étude du cas & < 0 se fait de la méme maniére. 11

faut distinguer trois cas différents. Etudions les trois leviers correspon-
dants:

§Hﬂ &’” é‘” 5:
|d E 1 ) a
d i :
¥ i
éi”” V '51:1" é” &f
[d h [e|® a
v
Em.r ‘E/H L 5” 51
| d [ ¢ e I b a
J .
v
}

Dans le premier cas on a & < 0. Alors @ ne peut pas croitre en passant
d'un quadruple au suivant. Dans le deuxiéme cas on a & = 0 tandis que

& et &" ont des signes opposés. Un de ces quantités (ici &) ont alors -

la valeur w et £ + &” ne peut pas surpasser cette valeur. Dans le troisiéme
cas on a aussi £ = 0 mais avee & < O et £ < 0.

Ici il existe deux possibilités:

1. @ ne croit pas,

2. o croit (ou reste inaltére),
" Le dernier cas arrive si

Ei _I_ éﬂ' 2 |§H!| et |§.’ + é”l 2 léﬂ'ﬂ';.
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Jappelle ce cas le cas critique. Pour tous les cas non-critiques on a =~ -
0=y & W & Wy & «oe
L

Dans tous les quatres lignes d’_ﬁn quadruple on a alors

{aYr;I-JXg.] =& = wr=a

c’est-a-dire
Y, b 1
X, a X
1l s’ensuit que .
lim Yo 0
n— oo X?’l . a L.
et de méme que
Z, ¢ . U, d
lim — = — et lim === —.
N> OO Xn a A GO X‘"

Notre algorithme aboutit donc 4 une limite pourvie qu'il n'y ait pas des
cas critiques pour les grandeurs &, # et . '

Nous démontrons le théoréme suivant:

S'il existe un cas critique parmi les & d’un quadruple il faul que la suite
des lelfres contienne au moins un des frois groupes y 3, &y el 84.

Supposons que le quadruple

'Sl
g_”
§IH
\’i‘””

20 o2

soit critique ainsi que

20 =20 <0, " =0et
5/ + 5” > |£H!I
Ef + &H 2 |£_”ﬂ'1.

Si I'algorithme commence par une certaine suite de nombres a et § les
conditions pour un cas critique subsiste toujoufs. Nous pouvons alors écarter
cette possibilité en nous bornant a étudier les deux cas ou le quadruple
ci-dessus est suivi d’'un ¢ ou d'un §. Etudions le premier cas.
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L’algorithme sera alors comme suit:

al &

b| &
e | & _
a] e -

a—b| &

bl &+ e

c| &

d | &

i

@y &4

b | &

o | &

dl éﬂ‘ﬂ

a1_b1 £ 4 &7

by | & 4+ & &

e | &

d, | &

o | g y ) d
ay| &+ & 48 £ 8| «f”’ [ ST -
| F e e | rE | & g
eyl & & 48 &
d2 & L 12 ) £ 14

Nous démontrons que les trois possibilités o, § et y sont 4 exclure. 11 n’y
a que le cas 4 qui peut se présenter.
Etudions le cas o et dessinons le levier correspondant:
é_nm é’ Ef_{__étr_i_fnt' §r+ éﬂ'
[dy . , c 5
e 8 b,

fl

¥

dg

+
En regardant les conditions mentionnées on voit que

§f+ &I!+§H‘IZO et 5'20 'et §J_I__§u>0'
On a ici
GE"I = B ) bl 4 &")>d2(3§'+2e;-”+ &)

C’est-a-dire
3&.’ + 25” + Eflf + &fﬂl < 0
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mais .ceci est en contradiction avec les conditions
-j;f + éﬂ 2 |§m|
et .
ér + i'” 2 {é””l .
Cest-d-dire '
2&’ + 25'! + £_Hf + é‘”” 2 0.

On peutl également montrer que les cas § et » aboutissent 4 des contra-
dictions semblables. _

En traitant les cas da, 48, dy et §4 de la mé&me maniére on trouve que
les deux cas da et §f aboutissent & des contradictions.

Nous avons supposé que &' et &” sont non-negatifs, La démonstration
est tout-g-fait ahalogue pour ¢ et ¢ non-positifs.

Nous obtenons donc le théoréme suivant: Un quadruple a, b, ¢, d qui
donne une suite dé lettres avec une infinité de & sans contenir les groupes
v8, dy ou 48 donne lieu 4 une suite de la forme

Wy Z Wy = Wg Zeess

Dans ce cas et dans les cas oir les groupes v 8, &y el 68 ne sont pas répétés
une infinité de fois on peut donc étre assuré de la convergence.

Nous démontrerons qu’il existe — sous les mémes conditions — une
infinité de signes > dans la suite des lettres w ci-dessus. 11 faut d’abord
démontrer que le nombre des grandeurs « appartenants a un méme quad-
ruple ne peut pas augmenter en passant d’un quadruple au suivant.

Etudions deux quadruples successifs

é’ éf
é”, e.t 5! + élf
Eh’f éil!

élf” E”” .

Le seul membre qui a changé est & 4 £, Supposons & > 0. 8i & =20
on pouvait obtenir un « qui avait changé mais pour cela il faut que

&4 & = &
et 5' + é/! ; lE””l.

Mais ceci constitue justement le cas critique que nous avons exclu en sup-
posant que les groupes yd, 8y et 88 n'existent pas dans notre suite de
lettres. Tl n’est pas nécessaire d’étudier le cas &’ = 0 qui donne un quad-
ruple inaléré. Les cas & < 0 peut é&fre traité de la méme maniére.

Nous démontrerons — sous les mémes conditions — gque le nombre
des valeurs o appartenant 4 un méme gquadruple décroit en passant d’un
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quadruple au suivant jusqu’a ce qu’il n’éxiste qu'un seul  dans le quad-
ruple. Supposons qu‘un des quatre grandeurs & ont la valeur w.

Tot ou tard il prendra la deuxiéme place dans le quadruple. Supposons
£ > 0. 81 ¢ < 0le nombre des nombres o dans un quadruple se diminue.
Si #z0et ¢+ ¥ =2 w il sensuit que

=
S

L4

mais ceci constitute le cas critique que nous avons exclu. Dans les cas non-
critiques le nombre des nombres w se diminue parce qu'on a

ou bien F+ &< < w
ou bien 4+ | < o

Le cas & < 0 peut étre traité de la méme maniére. Quand il ne restera
qu'un seul e, celui-ci sera substitué, quand il a obtenu la deuxiéme place,
par un o plus petit.

Maintenant nous pouvons démontrer le théoréme suivant:

Si quatre nombres positifs a, b, ¢, d donnent une suife de leffres avec une
infinité de 6 en méme femps que les groupes y 5, oy ef 4 ne figurent qu'un
nombre fini de fois il est impossible de trouver quatre nombres entiers P, (), R,
S qui satisfont & Déquation

Po+ Qb+ Re+ Sd=0 {sauf pour P=Q =R =58=10).

La démonstration est la méme que celle de I'algorithme pour trois gran-
deurs.
Etudions quelques exemples.

Exemple 1.

Le quadruple
a==Cos 1+ cos 1

b=S8in 1-4sin 1
¢c=2C0o0s1—cos 1
d=2S8in 1 —sin 1
donne la suite .
dadaaddaaadacaaad . ... ..

Les nombres des lettres a qui se trouvent entre deux ¢ sont 1, 2, 4,5, 6,
8, ... c'est-a-dire tous les nombres entiers sauf 3,7, 11,...(dr —1)...
Cos et Sin désignent des cosinus et sinus hyperboliques [8]. Dans cette
suite de lettres il n’y-a pas des groupes critiques, Alors nous pouvons
étre str que les fractions Y/X, Z/X et U/X de notre algorithme convergent
vers bla, c/a et dfa.
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11 sera impossible de trouver des entiers non-nuls P, Q, R, et S tels que
Pa - Qb -+ Re + 8d = 0.
On en déduit que
ACos1 +BSinl+Cecosl | Dsinl =0

est impossible sauf pour A=B=(C=D=10.

Eremple 2, _ _
Essayons de construire un quadruple a, b, ¢, d qui donne la suite pério-

dique .
~ . Oyfa dyPa Gyfa. ...

L’algorithme qui corfeéponde 4 dyfo transforme a, b, ¢, d en 2d —¢,
c—d, b—rc¢, a—0>.
L’algorithme continue périodiquement si

% —c c¢—d b—c _a—b

a b c  d =4
d’ou .
ML B 42 31+ 1=0"
ou bien ' ‘
(A+1DAP—4a+1)=0.
On obtient
a=31+2
b=—2—21+43
€= — A1 2

d=2+i4+1

Les racines de I’équation ci-dessus sont — 1, 0,254 ..., 1,861 ..., —2,115..
En choisissant la racine :

A =0,254101715 ...

on obtient N
a = 2,7623051 . ..
b — 2,4272289 ...
c=1,9354323 ...

d=1,3186694 ...

Ces nombres ne sonl pas linéairement indépendants. En effet nous avons
la relation '

atb—2c—d=10.



62 VIGGO BRUN

Il pent étre intéressant de regarder le commencement de I’algorithme.
Je me borne & écrire deux décimaux.

£ i s _
2,76 | —2,43 | —1,04 | —1,32 -
243 2,76 | 000| 0,00
1,94{ 0,00 2,76 | 0,00
1,32 0,00 000]| 276

0,33 —-2,43 | —1,94 | —1,32

2,43 0,33 | —1,94 | —1.32

1,94 0,00 2,76 0,00

1,32 0,00 0,00 2,76
5 :

2,43 0,33 | —1,94 | —1,32
1,94 0,00 2,76 0,00
1,32 0,00 0,00 2,76
0,33 —2,43 | —1,94 | —1,32

0,49 033 | —1,94 | —1,32
1,94 0,33 0,82 | 1,32
1,32 0,00 0,00 2,76
0,33 | —2,43 | —1,94 | —1,32

Regardons en particulier les valeurs appartenantes aux grandeurs £.
On trouve les nmombres

2,76, 2,76, 2,76, 2,76, 2,76, 1,44, 1,44, 1,44, 1,57, 1,57, 1,57, 1,57, 1,89,
1,89, 1,89, 1,89, 1,93, 1,93, 2,00, 2,00, 2,00, 2,00, 2,01 ...,

Ces nombres ne forment pas une suite monotone.

Exemple 3.

L’exemple suivant qui est dd a M. Ernst Selmer possede une période plus
courte. Les nombres suivants donnent la suite périodique 8dy fdy fdy ..

a=2—72=1_879...

b=1 . =1,0000...
c=1-—41 =0,6527...
d=24 = =03473.

ol
A=10,3473 ...
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est une des racines de I'équation
- M B—32—2141=0
qui peut &tre écrite sous la forme
(1) (B—32+1) =0

Les nombres donnés ne sont pas linéairement indépendants. En effet nous
avons

Ora—1-0+1c+1.d=0.

On voit que 1'algorithme pour quatre quantités n’a pas les mémes bonnes
propriétés que celui de trois quantités. Mais il est bien possible qu’on peut
arriver 4 un algorithme possédant ces propriétés par une voie plus com-
pliquée. A partier d’un'triple (2, b, ¢) on peut former soit le triple (z — &,
b, ¢) s0it (@ — ¢, b, ¢). En combinant ces deux possibilités N. Pipping [5] a
obtenu une fraction continue ramifiée. Dans un travail récent il a essayé
d’améliorer ce procédé en choisissant une des deux possibilités d’aprés
une certaine régle [10]. 1l se peut qu’on pourrait faire quelque chose sem-
blable dans le cas de quatre nombres. Mais de Pautre coté il est aussi possible
que notre procédé — avec les groupes critiques — peut se montrer avantageux
dans certaines applications — par exemple pour I'étude de l'irréductibilité
des polynomes,

Remarque, Mr. Marcel David a donné [11] une généralisation des fractions
continues analogue 4 la mienne par des considérations géométriques diffé-
rentes de celles que j’avais employé.
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ON A SIMPLE RELATIONSHIP BETWEEN SOME OF
THE CLASSICAL INTERPOLATION FORMULAE

TH. BUSK

In the following it will be shown how Stirling’s and Bessel’s interpolation
formulae can be derived from each other by the simple operation §. A similar
relationship is demonstrated for Everett’s and Steffensen’s. interpolation
formulae.

We write Stirling’s and Bessel’s interpolation formulae in the following
way: SR ‘

Stirling’s formula:

(2 5 a2v+2f(0)}
b PRz, 0, L 1, o A

Bessel's formula:

[x[ + -1

@ fa+P= Z; e DO+ gy (2 +1), ) +

+ x[2k+1]—1 f[m + %’a 0: -+ 19"" + (k_ 1)’ k]

Here, with a few changes, Steffensen’s notation® has been used for

, no G-
the central factorial; zl#l = g (:c—l— 5 1) =

:x(m +%_1) (:c+]—;——2) (m%g +1),

‘ ' - [ S\ a1y,

the reduced central facterial: zl#1-1 — a:?] = (m ~|~I2—l—— 1) ,

of@) = flx - P —flz—9)

the mean [J: O fe) = 4 [ + ) + fa D]

the divided difference: f[az, 0,4:1,. .., 1 k] with arguments (z, 0, 1,-.., +-k).

the central difference &:

L Cf. J. F. Steffensen Inierpolaiwnslaere Kebenhavn 1925, or the later English or
American’ editions of Interpolation.
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